Cluster Probleme

Clustering: Bei groBen Datenmengen die ahnlichen Daten

— d.h. mit paarweise kleinen Distanzwerten — zu gruppieren.

Finde Ahnlichkeiten/Unterschiede in Datenmengen
fur Texte, Webseiten, Kunden, Produkte, Wahler, usw.
die gemaB Inhalt, Verhalten, Eigenschaften, Praferenzen usw.

gruppeirt werden sollen.



Das k-CENTER Problem

Eingabe: eine Zahl k € N, und eine Menge K von Punkten
mit einer Metrik (Distanzwerten) d : K x K — Rxg

Ausgabe: eine Menge C C K von k Zentren, so dass die
maximale Distanz von C (vom nichstliegenden Zentrum)

tiber alle Punkte in K minimiert wird

max d(v, C) minimal
veK

[d(v,C) =mind(v,c) ]

ceC



Ein Greedy Algorithmus fir k-CENTER

sei v € K ein beliebiger Punkt, und C := {v}
FOR i=2 TO k DO

sei v; € K der Punkt mit der groBten Distanz
zum nachstliegenden Zentrum in C

(der Punkt der momentan den Radius bestimmt)

setze C:= CU{v;}

Theorem: Dieser Greedy Algorithmus fur k-CENTER st
2-approximativ.



Theorem: k-CENTER ist nicht a-approximierbar fir oo < 2

Das NP-vollstandige DOMINATING SET Problem konnte sonst
effizient gelost werden.

DOMINATING SET
Eingabe: ein Graph G(V,E)

Ausgabe: eine kleinste Teilmenge der Knoten D C V s.d. jeder Knoten
mindestens einen Nachbarn in D hat.



Das k-MEDIAN Problem

Eingabe: eine Menge K von Punkten
und eine Metrik (Distanzwerte) d : K x K — Rxg

Ausgabe: eine Menge M C K von k Punkten (Zentren), so dass
die Summe der Distanzen vom nachstliegenden Zentrum

tber alle Punkte minimiert wird.

Z d(v, M) minimal

veK



Ein Algorithmus fur k-MEDIAN

— sei eine Menge M(© von beliebigen k Punkten
als Zentren
— WHILE es geeignete w € M) und u & M) gibt

ersetze w € M) durch einen Punkt u, falls dies zu einer
kleineren

Summe der Distanzen fihrt;

Ii=1i+1;

Theorem: Dieser Algorithmus ist 5b-approximativ.
(ohne Beweis)



Lokale Suche fir min-VERTEX COVER

sei G(V,E) ein Eingabegraph

- 1:=0;
— sei C(® = V die Knoteniiberdeckung am Anfang

— WHILE es v € C() gibt so dass C()\ {v}
Knoteniiberdeckung ist

— cli+1) .— () \ {v};
(eine 'benachbarte’ Losung mit besserem Zielwert)
- i=1i+1

Beispiel fiir Nachbarschaft: Die Knoteniiberdeckungen C und C’
sind benachbarte Losungen, wenn C’ durch das Hinzufligen oder
das Entfernen eines Elements aus C entsteht. Die Nachbarschaft
N(C) besteht aus allen mit C benachbarten Lsungen.



Definition: Lokale Suche (local search)

Sei ein Minimierungsproblem P = (min, f, L) zu losen,
wobei zu jeder Losung y eine Nachbarschaft A(y)
(Menge benachbarter Losungen) definiert ist.

Strikte Lokale Suche

— sei y(© eine Lésung fiir Instanz x; i := 0;
— WHILE es in N(y(i)) eine bessere Losung gibt DO

— bestimme einen y € N'(y()) so dass f(y) < f(y))
— setze y(t) =y und i :=i+1;

— gib die lokal optimale Lésung y7) aus

Definition: Eine Losung y ist lokal optimal falls es in N (y)

keine Losung mit besserem Zielwert gibt.



Unterschiede zu Greedy Algorithmen

Lokale Suchverfahren sind zu Greedy Algorithmen ahnlich, da in
beiden wird eine (Teil-)Ldsung in jedem Schritt lokal verbessert.

— Im Greedy Verfahren wird eine Losung, Uber Teillosungen
Schritt fur Schritt aufgebaut. Es wird immer eine beste
'Nachbarlosung’ gewabhlt.

(schnelle Algorithmen)

— In der lokalen Suche haben wir in jedem Schritt eine
vollstandige Losung, die immer weiter modifiziert wird.
Die Suche wird nicht mit dem besten, sondern mit einem
besseren Nachbarn fortgesetzt.

(Laufzeit 777)



— In der lokalen Suche y(© (und y(i+1))

werden oft durch Heuristiken, oder zufallig ausgewahlt.

— Ob ein lokales Optimum schnell gefunden wird, ist nicht klar!



Beispiele fur Nachbarschaften

— Im k-MEDIAN waren zwei Mengen von Zentren
M C K und M’ C K benachbart,

wenn M’ durch das Ersetzen eines Zentrums aus M
entstand.

— Im VERTEX COVER C’ € N(C) wenn
C'=CU{v}, oder C' = C\ {v} fiir irgendein v e V.

Definition: Wenn nur Elemente aus {0,1}" als Losungen in Frage
kommen, dann besteht die k-Flip Nachbarschaft Ny(y) einer
Losung y aus allen y’ die in maximum k Positionen von y
unterschiedlich sind.

({0,1}" besteht aus den n-dimensionalen Vektoren iiber {0,1}.)

Die obigen Beispiele sind 1-Flip, bzw. 2-Flip Nachbarschaften.



FACILITY LOCATION

Eingabe:

— eine Menge K von Kunden

eine Menge S von moglichen Service Stationen

fur jede s € S die Betriebskosten fs
— eine Metrik auf KU S (Distanzwerte d(k,s))

Ausgabe: Eine Menge X C S von Service Stationen so dass
die Summe aller Anschluss- und Betriebskosten

C(X) = distana(k, X) + Y f.
keK seX
minimiert wird.

Definition: Fiir eine Teilmenge X C S sind die Anschlusskosten

von k € K an X die minimale Distanz:
distanz(k, X) = minsex d(k, s)



Lokale Suche fir FACILITY LOCATION

— sei X C S eine beliebige Menge von Service Stationen

— WHILE das Entfernen, Hinzufiigen, oder Ersetzung

einer Service Station zu einer Verbesserung fiihrt

fiihre eine beliebige solche Operation aus

— gib die lokal optimale Losung X C S aus

Theorem: (ohne Beweis) Sei X* ein globales Minimum und X
ein lokales Minimum, dann gilt

C(X) <3 C(X).

(Die lokale Suche ist 3-approximativ.)

Problem: Die lokale Suche fir FACILITY LOCATION ist nicht
effizient!



d-approximative lokale Optima

Definition: Sei (min, f, L, A, B) ein polynomielles Suchproblem,
und sei y eine Losung fiir eine Instanz /. Dann ist y ein

d-approximatives lokales Optimum, wenn

(1=0)-f(y) = f(Y)
fur alle benachbarten Losungen y' € N(y) gilt.



Problem: Die lokale Suche fir FACILITY LOCATION ist nicht
effizient!

Theorem: (ohne Beweis) Wenn wir nur Verbesserungen akzeptieren
die den aktuellen Wert mindestens um Faktor A =1 —¢/|S|

reduzieren, erhalten wir eine (3 4 ¢)-approximative Losung.

Bemerkung: Die Ausgabe ist ein sog. (¢/|S|)-approximatives

lokales Optimum.



Komplexitat der lokalen Suche: Kann man ein lokales
Optimum (irgendwie) in polynomieller Zeit berechnen?

es hangt vom (Such)problem ab...



Definition: polynomielle Suchprobleme

Ein polynomielles Suchproblem (opt, f, L, A, B) ist ein
NP-Optimierungsproblem (mit definierten Nachbarschaften), so
dass
— es einen effizienten Algorithmus A gibt, der fiir jede Instanz /
eine Anfangslosung yg berechnet.

— es gibt einen effizienten Algorithmus B, der fiir jede Instanz /
und Losung y entscheidet ob y ein lokales Optimum ist;
falls nicht, dann bestimmt B eine Nachbarlosung
B(l,y) =y € N(y) mit besserem Zielwert.

PLS € NPO ist die Klasse aller polynomiellen Suchprobleme.
[Standardalgorithmus (lokale Suche) fiir PLS-Probleme
— berechne y = A(/)
— WHILE y kein lokales Optimum
setze y = B(l,y)]




Definition: PLS-vollstandigkeit

Seien P;, P, € PLS. Das Problem P ist PLS-reduzierbar auf P

(P1 <prs P2), wenn es effiziente Transformationen ® und W
gibt, s. d.

— fiir jede Instanz | von P; ist ®(/) eine Instanz von P,

— fiir jedes lokale Optimum y fiir P> und Instanz ®(/) ist
W(y,!) ein lokales Optimum fiir P; und Instanz /

Definition: Ein polynomielles Suchproblem ist PLS-vollstandig,
wenn Q <p,s P fiir jedes polynomielle Suchproblem Q@ gilt.

(Es ist sehr unwahrscheinlich dass ein PLS-vollstandiges problem in
Polynomialzeit lokal optimierbar ist: dann waren alle Probleme in PLS
so; es hatte auch schwerwiegende Folgen fiir die Komplexitatstheorie.)



PLS-vollstandige Probleme

1. TSP:  die besten Algorithmen fiir TSP in der Praxis, sind
Algorithmen mit lokaler Suche (Kanten werden

aus der Rundreise entfernt und duch andere ersetzt).

mit der 2k-Flip Nachbarschaft fiir groBe k PLS-vollstandig

2. MINIMUM BALANCED CUT

Eingabe: ein Graph G(V, E) mit Kantengewichten w : E — R

Ausgabe: eine Knotenmenge W C V mit |W|=|V|/2 s.d.
das Gewicht kreuzender Kanten minimal

kreuzende Kante: verbindet W mit V' \ W
mit 2-Flip Nachbarschaft PLS-vollstandig



Verschlechterungen wahrend der Suche



Lokale Suche in variabler Tiefe

Kernighan-Lin Algorithmus fur MINIMUM BALANCED CUT
(mit Einfrieren)

sei W eine Anfangslosung mit |W/|=|V|/2.
REPEAT

W, =W

FOR i=1 TO n/2 DO

— ersetze w € W; durch w/ &€ W, s.d. der Gewinn maximal

Gewinn(w, w') = f(W;) — F(W; \ {w}) U {w'})

diese beste Nachbar sei W;,; (kann schlechter als W; sein!)
— friere w und w’ ein

(werden wihrend FOR nicht mehr gedndert)

sei W die Losung in {Wi, Wa,... W, /»} mit minimaler
f(W)

UNTIL W = W; (bis Wi bleibt minimal)



Der Metropolis Algorithmus

fir jedes Minimierungsproblem wo eine Nachbarschaft A/ (y) fir
jede Losung definiert ist

sei y eine Anfangslosung

WIEDERHOLE hinreichend oft
— wahle zufallig einen Nachbarn y’ € N(y)

- IF f(y') < f(y) then y =y’

— ELSE y := y’ mit Wahrscheinlichkeit

_fO)—f(y)
T

p=e

( T ist ein "Temperatur’ Parameter)



Simulated Annealing

1. sei y eine Anfangslosung, und T die Anfangstemperatur
2. WIEDERHOLE hinreichend oft
— wahle zufallig einen Nachbarn y’ € N(y)

- IF f(y') < f(y) then y =y’

— ELSE y :=y’ mit Wahrscheinlichkeit

_fO)—f(y)
T

p=e

3. wenn T noch nicht tief genug, reduziere T und GOTO 2.
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